APENDICE G

G. SUPERFICIES: GEOMETRIA DIFERENCIAL E
IMAGENES GAUSSIANAS EXTENDIDAS

G.1 GEOMETRIA DIFERENCIAL

TANGENTE A LA SUPERFICIE, NORMAL Y AREA

Consideremos una superficie paramétrica, S(u,v) :[x(u,v),y(u,v),z(u,v)]t

y un punto P en S. Se supone que todas las primeras y segundas derivadas de S con

respecto a u y v existen en P. El plano tangente en P se identifica por los dos vectores
S,=0d5/duy S, =S/ov.

La normal a la superficie es el vector unitario perpendicular al plano tangente de
SenP, esto es,

S, xS,

") x5 )|

G.1)
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Las iméagenes tanto de intensidad como de alcance, normalmente corresponden a
una parametrizacion S(X,y) = —[x,y, f (x,y)]t. En este caso, S, = —[1, 0, fx] y
Sy = —[0, 1, fy] con lo cual,

ng(P)=

donde f, =Jf /or.

Suele ser util saber cdmo obtener el area de una superficie en su forma
paramétrica general y particular,

A =L[S||Su xS,|dudv obien A :J'Lmdxdy (G3)
CURVATURA DE SUPERFICIES

Curvatura a partir de los vectores normales a la superficie

La normal a la superficie en un punto P viene dada por la ecuacion (G.1), que por
simplicidad notacional designaremos como n,. A partir de ahora designamos a los
puntos (pixeles) indistintamente con letras mayusculas y mintsculas dependiendo del
contexto. El concepto de curvatura introducido aqui se fundamenta en determinar cual
es la variacion en la normal segin nos movemos de una punto p a un punto g. En
superficies discretas hablamos de la curvatura segiin nos movemos del pixel p al pixel g,
y la definimos como,

”np B ”q”

K(p,q) = s(p.q) (G.4)
lp-q

donde |(fles la distancia Euclidea desde el origen en el espacio 3D, y s(p,q) es un factor
de signo que toma el valor 1 o —1 para indicar si la curvatura es positiva o negativa. Para
aclarar el concepto de curvatura positiva o0 negativa nos referimos a la figura G.1, donde
en la parte (a) se ilustra la curvatura positiva y negativa de forma grafica y en (b) la
geometria de la curvatura positiva.

A partir de la figura G.1 (b) se determina el signo de la curvatura, donde t es un
escalar:
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01 si[al-[bl=0

s(pP,q) = .
(p q) Erl €n caso contrario

(G.5)

Curvatura convexa
(positiva)

Curvatura concava
(negativa)

()

(b)

Figura G.1 (a) llustracion de curvatura positiva y negativa; (b) geometria de la
curvatura positiva

Por consiguiente, si las dos perpendiculares n, y nq divergen a partir de los
pixeles p y g la curvatura se clasifica como positiva (indicando convexidad) en caso
contrario la curvatura es negativa (indicando concavidad).

Utilizando K (p,(q)se pueden definir seis medidas de curvatura. Si definimos
Q(p) como una vecindad alrededor del pixel p, por ejemplo una vecindad de dimension
3 x 3, las seis medidas de curvatura son:

Curvatura promediada en p,

1
Ke =771 K(p,q) (G.6)
|Q(p)| qC3(p) P

Curvatura minima en p,

ki =K(P.go) donde k(p.go) = mink (p.q)  (G7)
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Curvatura maxima en p,
K, =K(p.qp) donde K (p,qo)| = maxk (p.a)]  (G8)

Curvatura media en p,

[
N

K K
H= (G.9)

Curvatura Gaussiana en p,
G =Kk, (G.10)

Razon de Curvatura en p,

R—K G.11
=% (@

CURVATURA A PARTIR DE LAS ECUACIONES PARAMETRICAS

Extendemos la definicién de curvatura de una curva para definir la curvatura de
una superficie. La curvatura de una curva paramétrica o (t) :(x(t),y(t)) con t un
pardmetro, esta dada en cada punto por,

X'y'=x"y'
()2 +(?)?

K(t) = (G.12)

donde a'=da/dt. Para la parametrizacion comin a(x):(x,f(x))t, es decir
considerando y(x) = f (x), la curvatura resulta

o
(1+(f)2)”

K= (G.13)

Consideremos una curva C en S que pasa a traves de P, se define la curvatura
normal de C en P como
k" =k cosf  (G.14)

dondek es la curvaturade Cen Py 8 es el angulo formado por el vector perpendicular
a la superficie en P, n¢ (P) con el vector normal a la curva n (P).
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Se puede demostrar que k" no depende de la curva particular C elegida, sino
solo de la tangente de C en P, identificada por el vector unitario d, esto nos permite
hablar de curvatura normal a lo largo de una direccion. Por tanto, se puede elegir C
como la curva obtenida por interseccion de S con un plano que pasa por P y contiene
tanto a d como a N (P) . En este caso, C es una seccion de corte de Sa lo largo de d y
describe la forma de esa superficie a lo largo de esa direccion, en este caso particular

k" =K.

En el caso general, y con referencia a la figura G.2, la curvatura de la curva
generada por la superficie S y el plano de corte 7ren la direccion @y en el punto P viene
dada por

¢
Ky=7——37 (G.15)

(1+ fq'f)s/2

por lo que la curvatura normal de la superficie en la direccion @resulta,
K, =K,C088  (G.16)

n(P)

“ D

X

Figura G.2 Curvatura de Superficie

Sean p y q las primeras derivadas en P en las direcciones horizontal y vertical,
respectivamente, es decir f,=py f, = q, la ecuacion (G.2) puede reescribirse como,

N=(p,q,-1) (G.17)

y el plano 7rse puede expresar como,
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. xseng-ycosp+c=0 (G.18)

donde c es una constante, y

[l 1+ — 2
Cos@:coség—cos'lIz)sen(erqcoS —\/ (pCOS(p qsencé (G.19)

frprg 5 tetea
CURVATURAS PRINCIPALES Y DIRECCIONES

Se puede describir la forma local de S en P tomando las curvaturas normales en P
en todas las direcciones. Esto resulta casi imposible, pero afortunadamente es
innecesario. Suponemos conocidas las curvaturas normales minima y maxima en P, K,

Yy K, respectivamente, llamadas curvaturas principales y las correspondientes
direcciones, d; y d, llamadas direcciones principales. Se puede demostrar que:

1) las direcciones principales son siempre ortogonales;

2) la curvatura normal a lo largo de cualquier direccion v =(cosy,seny),donde y esel

angulo de d; a d, puede obtenerse a partir de las dos curvaturas principales a través
de la formula de Euler:

K, =K, C0S’y +K,sen’y  (G.20)

3) consecuentemente, la forma local de la superficie queda especificada completamente
por las curvaturas y direcciones principales.

EQUIVALENCIA DE CURVATURAS

Se trata de demostrar que la obtencion de las dos curvaturas principales K, y K,

y su orientacion o es equivalente a la obtencion de la curvatura en las 4 direcciones
siguientes separadas 45% K,, K, ,Kqy Y Ky5. La figura G.3 ilustra esto

geométricamente para el caso en el que K, y K, son positivas.

A partir de (G.20) la obtencion de la curvatura en cualquier direccion @ a partir
de las curvaturas principales resulta,

K, =K, COS* (@ —a) +K, sen’(p —a)  (G.21)
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Figura G.3 Relacion entre curvaturas principales y curvaturas direccionales

Para las cuatro direcciones dadas tenemos,
K, =K, Cos’a +k , sen’a (G.22)

Kq =K, Sen’a +K , cos’a (G.23)

K =K, cosz(% —a) +K, senz(% —a) (G.24)

Kz =K, senz(% —a) +K, cosz(% —a) (G.25)
(G.24) y (G.25) pueden reescribirse como

2K, =K, +K, +(K, K ,)sen(dr ) (G.26)

2K s =K, K, —(K, K ,)sen(2r ) (G.27)

Sumando desde (G.22) a (G.27), obtenemos,
1
Ky *K, :E(Ko HK 45 K g0 +K135) (G.28)

Multiplicando (G.22) por (G.23) y (G.24) por (G.25)

KoK g0 =K!<z(COS4G +sen4a)+((f « §)cosza sen
_ 2 ) . 2 (G.29)
KK, +(Kl —K2) cos“a sen‘a KK , +z(< L K 2) sen” &
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K 45K 135 :K1’<2(Cos4(% _a) +Sen4( )) +(( X )COS ( )Senz(Tnﬁ )
KK, +(K1 ‘Kz)z COSZ(% —a)sen (% —a) XK, +z;€ LK 2) sen2(7’T & ) (G.30)

=KK, +%(K1 —KZ)2 cos®
Sumando (G.29) y (G.30) y multiplicando por 4,

A(KoK oo TK 1 135) =K K , +e12 K 22) kK , 'H( 12 K 22) (G.31)

Si hacemos A=K K, y B=kK, +K,, entonces K; y K,son soluciones de la
ecuacion,

?-Bx+A=0 (G.32
y por convencidn, tenemos |K1| > |K2| , lo que resta es encontrar el valor de a mod 7t.
Reescribiendo (G.22)
K, =K, + (K, —K,)sen’a (G.33)
nos da dos solucionespara 0 : @ y m— Q.
Y con (G.25)
2K, =K, tK, +(K, K ,)sen(2r) (G.34)

nos da dos soluciones para o : @ y 5 —a . La interseccion de esos dos conjuntos de
ecuaciones nos da una Unica solucién para a mod 1t donde mod es la operacion

matematica modulo.

G.2 IMAGENES GAUSSIANAS EXTENDIDAS

Las imagenes Gaussianas extendidas constituyen un método de representar la
forma de un objeto y su disposicion en el espacio. Para lograr esto, primero describimos
la imagen Gaussiana y luego definimos la curvatura Gaussiana. Los desarrollos
expuestos en esta seccion estan basados en Horn (1986).
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LA IMAGEN GAUSSIANA

Para reconocer objetos y determinar su disposicién en el espacio, se debe
disponer de un método para representar las formas de sus superficies. Una posibilidad
consiste en proporcionar las distancias a las superficies, esta representacion es lo que se
conoce como mapa de profundidad y es el resultado de la vision estereoscdpica.

Otra forma es mediante la imagen Gaussiana extendida. Volvamos a la
representacion de la esfera definida en la figura A.3 del Apéndice A. Imaginemos los
vectores unitarios perpendiculares a cada elemento de superficie de un objeto, se puede
proyectar cada uno de esos vectores en una esfera unidad, denominada esfera
Gaussiana, encontrando el punto de la esfera cuya normal a la superficie de la esfera es
la misma que el punto de la imagen original, ver figura G.4. De esta forma se puede
trasladar informacién asociada con los puntos en la superficie a puntos de la esfera
Gaussiana. En el caso de los objetos convexos, con curvatura positiva en todos los
puntos, dos puntos no tienen la misma perpendicular a la superficie y por tanto cada
punto en la esfera Gaussiana se corresponde con un Unico punto en la superficie. Este
tipo de representacion se denomina imagen Gaussiana.

Una propiedad atil de la imagen Gaussiana es que rota con el objeto. Una
perpendicular a la superficie en la esfera que es paralela a una perpendicular
determinada de la superficie del objeto sera paralela a esta Ultima cuando ambas sean
rotadas. Una rotacion del objeto corresponde a una rotacion de la esfera Gaussiana.

Figura G.4 La imagen de un punto en la superficie Gaussiana es el punto en la
esfera unidad que tiene la misma orientacion que la superficie

CURVATURA GAUSSIANA

Consideremos un elemento de area dO en el objeto, ver figura G.5, cada punto en
este elemento de superficie corresponde a un punto particular en la esfera Gaussiana y
por tanto dicho elemento se proyecta en un elemento &5 en la esfera Gaussiana. Si la
superficie aparece fuertemente curvada, las normales a la superficie de dicho elemento
apuntaran en un amplio abanico de direcciones. Los correspondientes puntos en la esfera
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Gaussiana también aparecerdan en un amplio rango. Inversamente, si la superficie es
plana, las perpendiculares a la superficie en el objeto seran paralelas y se proyectaran en
un Unico punto.

/

50

Figura G5 La imagen Gaussiana de un elemento de superficie es exactamente el
conjunto de iméagenes de los puntos en el elemento de superficie

Estas consideraciones sugieren una definicion de curvatura. La curvatura

Gaussiana K se define como el limite del cociente de las dos areas cuando tienden a
cero. Esto es,

K—Iimé—d—S G.35
T 0-000 dO (639

A partir de esta relacion diferencial se pueden obtener dos integrales Utiles.
Consideremos primero la integracion sobre una superficie O finita en el objeto,

J’ foKdO = J’ J’Sds =S (G.36)

donde S es la superficie del elemento de superficie en la esfera Gaussiana. La expresion
a la izquierda se denomina curvatura integral. Esta relacion nos permite tratar con
superficies que presentan discontinuidades en las normales.

Ahora considerar la integral sobre el elemento de superficie S en la esfera
Gaussiana,

J'J'S]/de :J’J’Odo (G.37)
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donde O es el area del correspondiente elemento de superficie en el objeto. Esta relacion
sugiere el uso de la curvatura Gaussiana inversa en la definicion de la imagen Gaussiana
extendida. También muestra que la integral de 1/K sobre la esfera Gaussiana es justo el

area total del objeto.
IMAGEN GAUSSIANA EXTENDIDA

Se puede definir una proyeccion de forma que se asocie la inversa de la curvatura
Gaussiana en un punto en la superficie con el correspondiente punto en la esfera unidad.
Sean u y v los pardmetros utilizados para especificar los puntos en la superficie original.
Del mismo modo, sean 6 y ¢ los parametros utilizados para especificar los puntos en la
esfera Gaussiana (latitud y longitud). Definimos la imagen Gaussiana extendida como,

G(6,¢) = (G.38)

1
K(u,v)

donde (8 ,9) es el punto en la esfera Gaussiana correspondiente al punto (u,v) en la
superficie original. Se puede demostrar que esta proyeccién es Unica para objetos
CONVEXO0S.

Considerar la observacion de un objeto convexo (a una larga distancia) a partir de
una direccion dada por el vector unitario v. Un elemento de superficie con vector
unitario normal s, sera visible sdlo si s [V = 0. Supongamos que el &rea de su superficie
es 0. Debido al escorzado aparecera ante el observador como un elemento de area
(s )0 perpendicular a v, ver figura G.6.

Direccion de

A

Observacion

Figura G.6 Un elemento de superficie inclinado con respecto a la direccién de
vista aparece escorzado

Sea H(v) el hemisferio unidad para el cual s[V > 0. Por tanto, el area aparente de
la superficie es

[[.., G(e)(s)ds  (G.39)
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cuando se observa desde la direccidn v. Esto deberia ser lo mismo que el area aparente
cuando el objeto se observa desde la direccion opuesta, esto es,

[[..,CE)NsT)S  (G.40)
Por tanto,

[[.6(s)(sm)ds =vJ[ G(s)(s)ds =0 (G.41)

donde la integral ahora se toma sobre la esfera total. Puesto que este resultado es cierto
para todos los vectores de observacion v, debemos tener,

G(s)(s)dS =0 (G.42)
IJ;

Es decir, el centro de masas de la imagen Gaussiana extendida esta en el origen.
Este resultado no es préctico porque generalmente s6lo podemos ver un lado del objeto.

Otra propiedad de la imagen Gaussiana extendida es que la masa total de la
imagen Gaussiana extendida es igual al éarea total de la superficie del objeto. Si
queremos tratar con objetos de la misma forma pero de diferente dimension, podemos
normalizar la imagen Gaussiana extendida dividiéndola por la masa total.

Se puede pensar en la imagen Gaussiana extendida en términos de una densidad
de masa en la esfera unidad. Resulta entonces apropiado tratar con los lugares en la
superficie donde la curvatura Gaussiana es cero utilizando la integral 1/K mostrada

anteriormente. Una regién plana corresponde a una masa puntual por ejemplo. Esto
proporciona una funcién impulso en la esfera Gaussiana con volumen proporcional al
area de la region plana. El volumen bajo una funcién definida en la esfera es justo la
integral de la funcion tomada sobre la superficie de la esfera.
Cuando la superficie es no convexa ocurren tres cosas:
1) La curvatura Gaussiana para algunos puntos sera negativa.
2) Més de un punto en el objeto contribuira a un mismo punto dado en la esfera.

3) Ciertas partes del objeto pueden ocultar a otras partes.

Finalmente, en Horn (1986) se pueden encontrar ejemplos de imagenes
extendidas Gaussianas tales como la imagen de una esfera de radio R o de un volumen
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toroidal. Asi como diferentes desarrollos matematico-goemétricos para deducir la
expresion de la curvatura Gaussiana.



